A theoretical analysis of the interaction between a swift ion and an electron gas /s made, in a many-
body perturbation theory approach. The term propotional to Z,in the expression for the stopping power of
the medium /s derived in the Random Phase Approximation, applying Feynman diagrams.

loi azkarren eta elekiroi-gasaren arteko elkarrekinizen azterkela teorika egiten aa, aniz gorputzen
perturbazioen teoriaz baliaturik.. Ingurunearen balaztatze-indarraren Z,-arekiko proportzionala den ekarpena
lorizen da, zorizko faseen hurbilketan, Feynman-en diagramak erabiliz.



SARRERA

Gauza ezaguna da partikula kargatuek materia zeharkatzean energia galdu egiten
dutela, berau inguruneari transferituz. Bestalde, ingurunea osotzen duten atomoen
nukleoak elektroiak baino askoz pisutsuagoak direlarik, nukleoek zurgaturiko energia
elektroiek zurgaturikoarekin konparaturik oso txikia izanen da, projektilaren abiadura
0so txikia ez denean behinik behin, eta atomoak kitzikatzean galdutako energia kontside-
ratuko dugu, beraz. Diogun, bestalde, lan honetan zehar unitate atomikoak erabiliko
ditugula, aurkakorik esaten ez den bitartean. Unitate-sistema honetan 77 = m= &€= 1
dugu, non 77, m,eta e direlakoak Planck-en konstante laburtua (77 =/ /2 m), elektroiaren
pausaguneko masa eta elektroiaren karga diren, urrenez hurren; bestalde, luzera-
unitatea Bohr-en erradioa da, a,= 777/ n7,= 0.529 A energi unitatea, Hartree delakoa,
1Hartree = e’/ a= 27.2eV, eta abiadura-unitatea, Bohr-en abiadura, v,= a ¢ =
2.19 x 10°cm S', a eta c, egitura meheko konstantea eta argiaren abiadura izanik,
hurrenez hurren.

Ingurunearen balaztatze-indarra, definizioz, higitzen ari den projektilak luzera-
unitateko galdutako energiari deritzo, eta ondoko erara lor dezakegu', beraz:

_fi]i :NZ jdﬂ(En_Eno)Un(ﬂ),' (1)

non A, n, neta o,direlakoak ingurunearen bolumen-unitateko atomo-kopurua, atomoaren
hasierako eta bukaerako egoerak adierazten dituzten hizkiak eta kitzikapen-prozesuari
dagokion sekzio eraginkor diferentziala diren, hurrenez hurren.

Sekzio eraginkor diferentzialak kalkulatzeko lehen ordenako perturbazioen teoriaz
baliaturik, Bethe-k projektilaren abiadura handitarako baliagarria den eta projektilaren
kargaren karratuarekiko proportzionala den ondoko emaitza lortu zuen*

dE _ 4nZ3 2v2
_K_ V2 NZ, InT (v >>1) (2)

non | delakoa ingurunearen ionizazio-potentziala den:
n1=3 ¢ In o, (3)

f.eta w, 2 , =1 batura-legea betetzen duten oszilatzaileen intentsitateak eta

n

maiztasunai izanik, hurrenez hurren. v delakoa projektilaren abiadura dugu, eta Z,
ingurunearen atomoen elektroi-kopurua.
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Balaztatze-indarra, bestalde, projektilak polarizaturiko inguruneak projektilaren nora-
bide berean eta aurkako norantzan projektilaren gainean eragiten duen indarra dugu,
eta ondoko erara aurki daiteke, beraz:

dE _ 7. Hind
1
ax ax

-~ 4)
non @ ind delakoa potentzial elektriko induzitua den, hots, polarizaturiko inguruneak
sorterazitako potentzial elektrikoa.

Projektilak sorterazitako potentzial elekiriko osoaren eta projektilaren karga-dentsita-
tearen arteko erlazioa lineala baldin bada, potentzial elektriko induzituaren Fourier-en
transformatua ondoko erara erlazionatzen da karga-dentsitatearen Fourier-en transforma-
tuarekin:

4 7 ps (Qyw) _1

dina (Qyw) = q2 (eqiw — 1), (5)

Poisson-en ekuazioa askatuz berehala froga daitekeen bezala, Ek,w delakoa ingurunearen
erantzunaren berri ematen duen erantzute-funtzio lineala edo funtzio dielektrikoa izanik.
Horrelatan, bada, (5) delakoa (4)-era eramanez, balaztatze-indarraren ondoko adierazpe-

na aurkitzen dugu:
dE _ 228 J‘“’ dg J'“"' P
*g_? OT 5 do o Im [ -5, 1. (6)

Funtzio dielektrikoaren kalkulu mekaniko-kuantiko autobateragarria Lindhard-ek buru-
tu zuen lehenengo aldiz’elektroi-gas homogeneoaren kasuan eta zorizko faseen hurbilke-
tan (RPA), lehen ordenako perturbazioen teoriaz baliaturik. Lindhard-en funtzio dielektrikoa
erabiliz, ondoko erara adieraz daiteke (6) adierazpena, abiadura handiko limitean:

_ dE _ 4uZ2 22 _
d)( = \;2 n |I'I g (V > > VF), (7)

hemen, ndelakoa bolumen-unitateko elektroi-kopurua dugu, @,, elektroi-gasaren plasmoi-
maiztasuna, eta v.Fermi-ren abiadura.

Lehen ordenako perturbazioen teoriaz baliaturik, beraz, projektilaren kargaren
karratuarekiko proportzionala den balaztatze-indarra aurkitzen dugu, materiaren Bethe-
ren eredu atomistikoan nahiz elektroi-gas homogenoaren ereduan. Alabaina, Barkas-ek
masa bereko Ti— eta T+ mesoien gaineko balaztatze-indarrak ezberdinak zirela frogatu
zuen experimentalki’, balaztatze-indarra, beraz, projektilaren kargaren karratuarekiko
proportzionala ez zela aurkituz, ordutik hona behin eta berriro frogatu den bezala’;
honi Barkas efektua deritzo, eta balaztatze-indarra, bada, ondoko era honetara idatzi
ohi da:

_ dE _ ¢ofb

w 2 nily + Z; Ly + ..}, (3)
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non L,delakoa balaztatze-indarraren Z° -arekiko proportzionala den ekarpenaren berri
ematen duen eta, ondorioz, Barkas efektuaren berri ematen duen gaia bait da.

2. BARKAS EFEKTUA

Barkas efektuaren lehen azterketa teorikoa Ashley-k, Ritchie-k eta Brandt-ek egin
zuten®, denborarekin aldatzen ari den Coulomb-en indar baten eraginpeko oszilatzaile
harmonikoak zurgaturiko energiaren kalkulu klasiko ez-erlatibista burutuz. Ashley-k,
Ritchie-k eta Brandt-ek jotze-parametro txikitarako Z°,-arekiko proportzionala den ekarpe-
na arbuiagarria zela argudiatu zuten, eta jotze-parametro handitarako ondoko emaitza
lortu zuten:

3T w y
— ——In—, (9)
2 v 1.7 whe

Ly ==
non w delakoa oszilatzaile harmonikoaren maiztasuna den, eta b4, elektroia higitzen
deneko espazioaldearen erradioa, hots, talka hurbilak eta talka urrunak banatzen dituen
parametroa.

Bestalde, Jackson-ek eta McCarthy-k emaitza berdintsua lortu zuten’oszilatzaile
harmonikoaren kalkulu klasiko erlatibista eginez, baina oraingoan oszilatzaile harmoniko
mekaniko-kuantikoaren erradioaren balioa eman zioten b ,delako parametroari, ondoko
emaitza lortuz:

22

37w
L sty sl ilme SR
"4 277 e (10)

Halaber, Hill-ek eta Merzbacher-ek emaitza berbera lortu zuten’, oszilatzaile harmonikoa-
ren kalkulu mekaniko-kuantikoa burutuz.

Alabaina, Lindhard-ek talka parametro txikitarako elektroien gaineko potentzial
elektrikoa Yukawa-rena zela argudiatuz, Z’arekiko proportzionala den talka hurbilengan-
diko ekarpena talka urrunengandikoa bezain handia zelako ondorioa atera zuen eta
ekarpen osoa Jackson-McCarthy-renaren bikoitza zela baieztatu zuen’; Esbensen-ek,
bestalde, Lindhard-ek aurresandako emaitza berdintsua antzeman zuen®, elektroi-gas
homogeno estatikoaren erantzun kuadratikoa xehetasunez aztertu ondoren. Diogun,
Jackson-McCarthy-ren emaitzak emaitza experimentalen berri ematen zuelarik ere, Z',
-arekiko  proportzionala den  ekarpena” Jackson-McCarthy-renaren  berdina  eta  zeinuz
aurkakoa izanik, azken hau ere kontutan hartuz Jackson-McCarthy-ren emaitzaren
bikoitzak doierazten duela emaitza experimentala, Lindhard-ek adierazi zuen bezala’.

Aldiz, Ritchie-k eta Brandt-ek, Ashley, Ritchie eta Brandt-en jatorrizko teoriak
emaitza experimentalen berri eman zezakeela erakutsi zuten®, Z',-arekiko proportzionala
den talka hurbilengandiko ekarpena arbuiatuz. Sung-ek eta Ritchie-k, bestalde, elektroi-
gas homogenoaren erantzun kuadratikoa aztertuz lortu zuten talka urrunengandiko
ekarpena Esbensen-ek kalkulaturikoarekin bat bazetorren ere, talka hurbilengandiko
ekarpena talka urrunengandikoarekin konparaturik arbuiagarria zelako ondorioa atera
zuten".
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Talka hurbilen ekarpenari dagokionez pizturiko ez-adostasunak, beraz, ebazteke
dirau, eta berau argi dezakeen efektu ez-linealen teoria osotuago baten beharrean
gaude. Projektilaren eta elektroi-gasaren arteko anitz gorputzen elkarrekintzaren azterketa
xehatua egiteko asmoz, bada, lan honetan eremuen teoria kuantikoan garaturiko anitz
gorputzen perturbazioen teoriaz baliatzen gara.

3. TEORIA

Biz solido batetan zehar v abiaduraz pasarazten den Zkargadun ioi biluzia, eta
kontsidera dezagun ioiaren eta solidoa osotzen duen elektroi-gasaren arteko elkarrekintza.

loia elektroi-gasari energia eta momentua eman diezazkiokeen kanpo-iturritzat
harturik, ioiak eta elektroi-gasak osotzen duten sistemaren matrize-elementua 1 irudiko
diagramaren bidez adieraz daiteke”, 3. ordenako eta ordena altuagoko gaiak arbuiatuz,
lerro uhindunek ioiaren eta elektroi-gasaren arteko elkarrekintza eraginkorra adierazten
dutelarik.

oY
163"

ps L]

1 lrudia

Ondorioz, ioiaren eta elektroi-gasaren arteko nolabaiteko momentu-transferentziari
dagokion denbora-unitateko trantsizio-probabilitatearen Z°,eta Z’,-arekiko proportziona-
lak diren ekarpenak ondokoak ditugu:

3 3 e %
1‘2’=4(2w)32?f 2P f (ds 20-8-9)

3 3 4 2
(2m) 2m) q' | egl
eta
¥ = 16 (2n) Z‘?J‘ d'p f d*s f gl el eqler Maar 30° - g - ¥) + cc,
{2m)? (2 (2w ) g aqflg-ql Ble, P
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hurrenez hurren, non ¢= (¢,¢)eta q= (q,q . v) direlakoak lau osagaitako
tetrabektoreak diren, eta

qQ=p-2
p eta s, elektroi-gasaren Fermi-ren esferaren kanpoko eta barruko puntuei dagozkien
momentuak izanik. €  delakoa ingurunearen erantzute-funtzio lineala edo funtzio dielektri-
koa dugu, hau da,

4
T Ag (14)
q

€ =1-

non A  berezko polarizazio-diagrama guztien arteko batura den:

q 9 9 9
e - - e
= @ ) O ' @ ’ '
B - B o=
22 9 q q

M, delakoa, bestalde, ondokoa  dugu:

997

-9 q—9q, 9-9, q-9,
- - - -
My.q) /&\ /\ /\
| .
9 o af o aqf 9 ‘41.

Horrelatan, bada, funtzio dielektrikoaren zati irudikariaren eta hasierako nahiz
bukaerako egoerekiko baturaren arteko ondoko erlazioa®

(om)® d®p d®s

| —
M= T Temr Ty

*{a-p+s), (15)

(11)-ra eramanez, balaztatze-indarraren (6) delako adierazpena lortzen da, espero
zitekeen bezala. Bereziki, lehen berezko polarizazio-diagrama soilik kontsideratuz gero
(zorizko faseen hurbilketa), € ,delakoa Hubbard-en funtzio dielektrikoa dugu®

S d* 1-n n 1-n n
Eq—1 J L3 n k - ][ k+q - + kg - ].(16)
{27)? KO — qny + 18 K9 — o — I8 K® + O — tokeq + B kP + 0 — wgaq — I8
non
no=8 (k- 1kl (17)

den, 4.delakoa Fermi-ren momentua izanik, eta @(x), Heaviside-ren funtzioa. Bestalde,
mk = k/2 dugu, eta d, nahi dugun bezain txikia den kantitate infinitesimala.

13
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Halaber, (15) erlazioa (12)-ra eramanez, balaztatze-indarraren Z° -arekiko proportzio-
nala den ekarpena ondokoa dela aurkitzen dugu'

_dE® 87 fx dq fq" de o Im (—EELJ dgy € Mo gt} alut falgtewt ]
o 2y Yo g o glg-gq F

non w,= q,. v den. Zorizko faseen hurbilketan w ,w delakoa Hubbard-en funtzio
dielektrikoa dugu, eta Mg, g, ondoko hau:

Ma,q.=2f_l i & e A Nk 1 1 - Npag % Nkeq
@af  Kowe+i® K- B KO+ P oneg 8 KP4 OO wyaq— 1B
[ 1 = Niyq, N Mkea, ] (19)
K2 + O — wkeg, + 1B K2 + 0f — wkeq, - 1B

Kontsidera dezagun, orain, elektroi-gasarekin elkarrakzionatu egiten duen ioia ere
mekaniko-kuantikoki, beraren autoenergia kalkulatzeko, Feynman-en diagrama itxietaz
baliaturik®Hara!

Gauza ezaguna da partikula batek faldiunean p momentua izateko duen denbora-
unitateko probabilitatea partikularen Green-en funtzioaren r aldagaiarekiko Fourier-en
transformatuaren moduluaren karratua dela, hau da,

Palt) = | Golt) I = exp [- 2m{-Z)t], (20)

> delakoa partikularen autoenergia izanik. Ondorioz, projektila hasierako egoeratik
sakabanatua izateko dagoen denbora-unitateko probabilitatea ondokoa dugu:

¥ = 2Im(-2), (21)

eta ingurunearen balaztatze-indarra lortzeko autoenergiaren zati irudikaria baino ez dugu
kalkulatu behar, beraz.

Autoenergiaren Z‘, -arekiko proportzionala den ekarpena ondoko erara adieraz
daiteke, momentuen adierazpenean:

s
9

(22)
o
:Z%J‘ (21:;4 [iGog [-iVyl,

non G°delakoa partikularen zero ordenako Green-en funtzioa den, eta Vg projektilaren
eta ingurunearen arteko elkarrekintza-potentzial eraginkorra:

Vo= —Y8 =y, (23)
1= Vhq
14
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non u, A ,eta € , Coulomb-en elkarrekintza biluziaren Fourier-en transformatua, berezko
polarizazio diagramen arteko batura eta ingurunearen funtzio dielektrikoa diren, hurrenez
hurren; peta g bestalde, lau osagaitako tetrabektoreak ditugu. (22) delakoa, bada,
(21)-era eramanez, (6) delakoa lortzen da, espero genezakeen bezala.

Halaber, autoenergiaren Z',-arekiko proportzionala den ekarpena ondokoa dugu:

-9,

Phql p—q’.
) 2(q} _ % %

i o : : (24)
(2131 2 1_34 [1Goq [1Gha]

[-iVy]) [-i Vq,] [_qu—q,] [Mq,q, ""M—q,—q,.]v

=73

Horrelatan, bada, (24) delako hau (21)-era eramanez eta zenbait eragiketa burutuz,
balaztatze-indarraren Z° -arekiko proportzionala den ekarpena ondokoa dela aurkitzen

dugu:
J. d’q f I J. dQT Im _55155 11ﬁ;ll:l.[ll“'lkrl.c:."'lb“ﬂl—q.—a.] (25)
q2| |2 0, 0,

fg-v-q’+img) gy -v-qi+ima

none ,eta M, , direlakoak (16) eta (19) adierazpenen bidez emandakoak diren,
hurrenez hurren, zorizko faseen hurbilketan.

Diogun, azkenik, (18) adierazpenaren eta zehatzagoa den (25)-aren arteko ezberdin-
tasuna, azken hau lortzean barneharturiko ioiaren eta elektroi-gasaren elkarren ondoko
elkarrekintzen arteko koerlazio kuantikoen ondorioa dela.

Lan honetan, (18) adierazpenaz baliatuko gara balaztatze-indarraren Z’ -arekiko
proportzionala den ekarpenaren kalkulua burutzeko, behin erantzute-funtzio lineal eta
kuadratikoaren zorizko faseen hurbilketa eginez gero.

3.1. Erantzute-funtzio linealag ,, @

Zorizko faseen hurbilketan erantzute-funtzio lineala (16) adierazpenak emandakoa
dugu. Orain, ko aldagaiarekiko integratuz, zera aurkitzen dugu:

(26)

8% f d’k [ 1 1 i
€qu=1+ — + i
o ¢ ¢ pap Q®/2+k g-(w+y) /2 4keq+ (w4 iBy)

non & = & sign (@) den. Ondoren, (26) ekuazioan geratzen den integrala burutuz,
hauxe aurkitzen dugu:

15
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2 -
X 1 1 . Z-Uu+1-1id, gk
eq,w:1+?{?+¥[1-{z—u-uau,quF)ﬁ’]m &

zZ-u-1-id,/ gk

z+u+1+i8u,qu,c(27)

]
+—[1-(Z+u+id,/gkd®]In
gz L1 ¢ gke)” ] Z+U-—1+18,/ gk

non z = q /2ks u = w/gke eta x = 1/ /7 ke diren.

0 delakoa nahi dugun bezain txikia deneko limitean, bada, zera dugu:

€q0 = €1 (Q0) + i& (qu), (28)
non
= 1 i z-u+1
& (Qo)=1 +-—X —+— [1-(z-uv?1]I ‘
1 72 {2+82[ sl n z-u-1
z+u+1 (29)
+ [1-(z+u]n }
8z z+u-1
eta
X wlul z + lul < 1 bada;
22
€2(QI“’): XE‘TI'
?g[1.(z-u)z],lz—lull<1<z+|u|bada:
Ds

bestela

diren. Erantzute-funtzio linealaren adierazpen hau Hubbard-ek lortu zuen lehenengo
aldiz 1957. urtean’, eta Lindhard-ek 1954. urtean lorturiko erantzute-funtzio lineal
atzeratuaren’berdina da W positiboetarako.

3.1.1 Momentu-transfrentzia txikiko limitea

g << w deneko limitean, (27) adierazpenaren bidez adierazitako erantzute-funtzio
lineala ondoko adierazpenera laburbiltzen da:

Q2
=1 = ——— 1 s k2 ~aF O [(w)*], (31)

non w = @ + 19, den, eta w,, elektroi-gasaren plasmoi-maiztasuna (@’ = 41V, n,
elektroi-dentsitatea izanik).

3.1.2. Maiztasun txikiko limitea

Maiztasun txikiko limitean, erantzute-funtzio lineala ondoko erara adieraz daiteke:

16
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€qw = € (Q0) + i€ (Qw), (32)
non
€1(q,w}:1+x2 (L 1- 22 | 2 33)
z 2 4z z-1
eta
eg(q,m)=i§l|u|e(1_z) (34)
- P

diren, q (x) delakoa Heaviside-ren funtzioa izanik.

3.1.3. Pausaguneko elektroi-gasa
Ingurunearen elektroi-gasa osotzen duten elektroien abiadura-banaketa arbuiatuz
gero, erantzute-funtzio linealaren pausaguneko elektroi-gasaren hurbilketa lortzen da:

wh

gt/ 4 - (w+ i,

€qu = 14+ (35)

Sarritan, pausaguneko elektroi-gasaren hurbilketaren ordez, plasmoi-poloaren hurbil-
keta erabili ohi da'":

€ =1+ 36
q. 3 l
2 % q4 JIr 4 4 B2 q2 ( )

izanik, erantzute-funtzio linealaren hurbilketa honen zati erreala anulatu egiten deneko
w = a,delako lerroa (27) adierazpenaren bidez adierazitako erantzute-funtzio linealari

dagokion dispertsio-lerroari gehiago hurbiltzen bait zaio, (35% adierazpeneko erantzute-

funtzio linealaren zati erreala anulatu egiten denekdvws = g*/, 'delakoa baino.
(37) adierazpenean, B delakog. %Iektroi-gasaren abiadura-banaketaren berri ematen
duen kantitatea dugu % :?UE Vs Fermi-ren  abiadura  izanik).

Diogun, bestalde, plasmoi-poloaren hurbilketan ere elektroi-hutsuneen sorpenari
dagokion erantzute-funtzio linealaren atala arbuiatua dela, pausaguneko elektroi-gasaren
hurbilketan gertatzen den bezalaxe.

3.2. Erantzute-funtzio kuadratikoa: Mawa,e,
Zorizko faseen hurbilketan erantzute-funtzio kuadratikoa (19) ekuazioak emandakoa
dugu. Orain, Aaldagaiarekiko integratuz gero, hauxe aurkitzen dugu:

qu.q-_\w. =-2 (lq.m:q..m‘ + I—Q-—Wl—(Q—Qp-(w—w‘) + I—q‘.—co.;q-q.:w—m‘): (38)
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non

d* k 1
|q.m:q1.w1 = fk{k;

1

(2m)? ~@P2-kgH{w+,)  ~qi2-k-qH(w+id,)

(39)

den, dw = & sign (w) izanik. Ondoren, (39) adierazpeneko integrala burutuz, hauxe
lortzen da**

1
|

A Py Wia. . T k. 8
i S e COsy — mn +i COS y- n
Qg .y {21’(}2(?(]'1 S|n2?{ X 1 A+kF 1 X A1 + kF
VT AA; - K 005 X + ke VGZ — KZsir? X |
=3 - sin n
ERITX AA - KB cos x - ke VEZ - KZSin? x
non

+ 8, -q°/ 2

A= 2 q ,
q

5 w + B, —g7 /2 |
Qi

eta

G = /AT -2 BA; cos x + A}
diren, x delakoa, q eta q'bektoreek osotzen duten angelua izanik.

0 delakoa nahi dugun bezain txikia deneko limitean, bada, hauxe idatz dezakegu

(41)

(42)
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non

l1(g.o 8,0 =

eta

Io(g.0.61,04) =

Hemen,

1 ( Fe (A A 1 Re(A)-ke
=T a5 e COos - n T wam
) qgy it x L Re(A)+k

Re(A)-K
~ +Re(Acosy-Aln | (A ke
Re(Aq)+kr

e Re(A)Re(A)-kecosx+ker/GEKESIN'Y__
) .
VORHESITNN T RelaRe(Ar oo ke VGE RSN

G& - k& sin® x > 0 bada,

1 Re (4) - K¢
{Re{Acos x—-A)In| ——————

(2m? qqg; sin 2 x Re (A) + ke
Re(A:)-ke
Re(A —A)l
+Re(A;cosx-A)n | Re(A) ke

s k2 cos x — Re (A) Re (A,)
+ ViZ=in? v — G2 [-2arccos
késin? x - G& VKE = RelA) (K& - RelA)D)

+ Isign{w) — sign{w)l = ],

bestela, (45)
Re(Acosx-Aq)a+Re(Ascosx-A)B-VIGE KEsin Xy (46)

4mwqa; sin® x

. {sign(m), IRe(A)l < ke bada;
0, bestela, (47)

8= {sign(uh), IRe(A;)l < ke bada;
0, bestela, (48)
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eta

sign{w) + sign{wy),

GA-kEsiny>0,Re(4 JRe(Aq)-kEcosy>0,~ke<Re(A) <0 —kr<Re(A,)<Obada:
= sign{w) — sign(m4),

GikEsin®x>0,Re(A)Re(A;)-kEcosy>0, O<Re(A)<ke,0<Re{A,)<kebada;
sign(Re(A)}-Re(A; ))(sign(w)-sign(w,)),

GE-kEsin’y>0, Re{A)Re(A ,]—kpcosx<0,lRe(A)|<kF.IF\’e(A1)I<k,:bada;
- - 2 sign(Re{A,))sign{w),

G&-kEsin®x>0,IRe(A)l<kZ IRe( A, )l>kcbada:
- 2 sign({Re({A))sign{w,),

G%—késinzpo,|He{A)I<kE,rRe(A1)l>k,=bada;
0

bestela. (49)

Gr = VRe(AP 2Re(AJRe(A,)cos x+Re(A, )2 (50)

izanik.

(18) adierazpeneko integrakizunean A/,, delako funtzioa biderkatzen duena g,
eta q - g,aldagaien arteko ordezkapenarekiko simetrikoa denez gero, ondoko funtzio

simetrizatua eraikitzea erabilgarria dateke:

MS . o

Qoe; = 2 (Mq'”;qh"ﬁ + M‘Q-"-"i‘ﬂi-“‘”J‘ (51 )

non M, , .. delakoa (38) adierazpenekoa den.
Dakigunez,

lim
et

]
=P — = im3(x) (52)

eta, ondorioz, erantzute-funtzio kuadratiko simetrizatuaren zati irudikaria ondoko erara
adieraz dezakegu:

IM{MG ia,.e,) = ~[5IGN(0)Hg wiq,.m, + sign{w1Hg, o, qe + sign(erw1)Hg q, ww.q0l.  (53)

non

Ha.wig,e, = Hawq q, e, = fa.wia-a,w0-w~f-q-w-a,—w+q- wi—{a—e),—{wo—w,) (54)

den,
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d®k 1
fgwg.w =—1P J e —— [8(g%2+k: —_—
Qg = fk i (2 Eate e o—a5/2-kq;

e (55)

izanik. Ondoren, Dirac-en delta funtzioaren popietateetaz baliatuz gero hiru dimentsiotako
integral hau bi dimentsiotako integral batetara laburbil dezakegu, eta azken hau analitikoki
egin daiteke ondoko emaitza lortzeko:

1

poT— [Re(Acos x — A1) +
;

fawa,w, =

(56)

VGZ KEsin? X SignRe(Acos x-A)B(GE-KEsin® x)]B(ks — | ReA 1)

non A, Al eta G,direlakoak (41), (42) eta (50) adierazpenetakoak diren.

3.2.1. Momentu-transfrentzia txikiko limitea

g< < W eta g,< < w,direneko limitean ondoko erara adieraz daiteke erantzute-
funtzio kuadratiko simetrizatua:

’ _ i{ B lg-g11* qHiw-ditw,
il 4 wwy {(W-ws)? W (W-Wy)
: (57)
(Feqiini) lail® P |
(wewly’ wPuh
non w = a + i5, den, wy = wy + id,, eta n, elekiroi-gasaren dentsitatea.
3.2.2. Maiztasun txikiko limitea
Maiztasun txikiko limitean, hauxe aurkitzen dugu:
Mq.w.q‘.w| = M'I(q!w!q‘lrw'l) * ng(q,(&),q1,m1), (58)

non
Mylg, w.61.0¢) = 2[11(Q 0,810 )+ {00 — Qo — o)+ {1001 — qur—)] (59)

den,
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1 Zi+1
—_— Z—7cosy)in + = syl
(@RS X {Grlzs X) gelz-z;cosy)in 21
; : 9>ke bada
. ke(zzycosx ) +qrsinx v/ 12
~grSINXV/ 1 kZBin : £ld J
kelZz ;cosy)+aRrsinxyq TR
l1ig,e,ql )=
——— (ap(zr-ze0n0) zomgin | 221 |
—— &= — n + =7 n
P —— ge{z—zc0sy ge(z-z,cosY
Bestela
XV TREIEL-2 Lo Isign(w}-sign{w)in]
+GrSinYV/—kZ/gel-2arccos ———————  +lsign{w)-sign{w,)l],
e KeV(1-2)(1-23)
(60)
izanik. eta
3
Mi@wdio)= 2, Aol (61)
=1
1
— (1-k#gh) sign(cos®,), g<2ke eta ke bada;
Ai= { WQQ1Iq—q1 | ( FQR) g ( |} G<cKp Qr>KF
0, bestela (62)

izanik. Adierazpen hauetan, z = ¢/2k.eta z,= gl/2kF; bestalde, ¢g,delakoa q, g,eta
q - q,bektoreek osotzen duten triangelua zirkunskribatu egiten duen zirkunferentziaren
erradioa da, eta 0, triangelu honetako qi bektorearen aurkako angelua.

3.2.3. Pausaguneko elektroi-gasa

Elektroi-gas estatikoaren hurbilketan, hauxe aurkitzen dugu:

n
Mioae == |- wwilg-ql* — wiwew) o+ wa(w-wa ) g+ (w-ws PPl

1
HWG Pla-as — e+ Hia-a ) (63)

AW~ 4] [Wi-dfif4] [(w-wq)*-lg-g.1*/4]}

Berehala froga daitekeenez, azken adierazpen hau (57)-arekin bat dator, ¢ < <
W eta q1 < < w,direneko limitean, ¢ < < @ deneko limitean (35) adierazpena (31)-
rekin bat datorren bezalaxe.
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4. EMAITZAK

nala den ekarpena kalkulatzekotan,

ezberdinetarako

(18) adierazpenaren bidez ematen .den _balaztatze-indarraren Z°,-arekiko proportzio-
Re(My.o.q,.0, €a,o, €a-a,ww,) delako funtzioaren q ., w,
eta x aldagaiekiko integrala kalkulatu beharra dago. Hortaz, bada, funtzio honek aldagai
hauekiko duen menpekotasuna nolakoa den ezagutzea erabilgarria suertatzen delarik,
2-7 irudietan zorizko faseen hurbilketan eta elektroi-gasaren r.delako parametroaren
2.07 baliorako lorturiko (51) adierazpeneko erantzute-funtzio kuadratikoaren nolakotasuna
erakusten da, kontsidera daitezkeen funtzio honen kasuan kasuko limiteekin konparaturik.

2 eta 3 irudietan M, w; g, w, delako funtzioaren zati erreala (2a,3a) eta zati irudikaria
(2b,3b) irudikatzen dira, w,aldagaiaren funtzioan, geta w direlako aldagaien balio

=1 w=3 ¢g=1, w=0,¢eta g=01, W =0), ¢g,=1 eta x

0.9 harturik, hurbilketa ezberdinetan: zorizko faseen hurbilketari dagozkion adierazpen
zehatzak erabiliz (2 irudia), 6 delakoak zerorantz jotzen dueneko limitean (lerro jarraiak)
eta 6 = w,/10 denean (zatikako lerroak), eta pausaguneko elektroi-gasaren hurbilketan

(3 irudia); puntukako lerroek maiztasun txikiko limitea erakusten dute.

2a lrudia

001

T

g=1.0, w=3.0

_ 2b lrudia:

qui0, w=30

im(u}

&
=

T

05

-2

Irudia

=10, wedl0

2b lrudia

wl

qmi0, w=0.0

05

o

Im{¥)

-2
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001

Re(V}

Reli)

3a lrudia 818, w3l

3b lrudia

q=1.0, wd30

a -

bmful}
Q

-2

=l wi
Ja lrudia i 3b Irudia gHIDEN
a -
3 ﬂ b
c,,____—.\J .............. %D ,,,,,,,,,
s T ) a 2
.

w1

4 eta 5 irudietan aurreko irudietan adierazitako funtzio berberak erakusten dira,
g,aldagaiaren funtzioan, q eta w direlako aldagaien balio ezberdinetarako @ =1, @
= 0), @w,= 1 eta x = 0.9 harturik. Irudi hauetan
puntukako lerroek ¢< < @ eta ¢,< < w,direneko limitea erakusten dute.

=2,¢9=01, w=2¢eta ¢g=01, @

Bestalde, 6 eta 7 irudietan 2 eta 3 irudietan adierazitako funtzio berberak erakusten
dira, x aldagaiaren funtzioan, geta W direlako aldagaien balio ezberdinetarako (g =

1, W=2¢=1,w=0¢eta g=01, w=20Q), ¢g= 1 eta q

qm10, w20

4a Irudia

. &b Irudia

= 1 harturik.

q=1.0, w=20

=
=1

Im(u)

=0.02

ql

2 4

a

at
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4a lrudia Akl 4b lrudio Al Ry
1

} TL £ !
3 =1 \
! &l {

a9 5 o
q1
. 5a Irudia Aami0. enl 0 . Bb Irudia i b
g . : .
g lﬁ g .
Ta 5 [ 70 5 13
qt g1
E
- = Wl - . =01, wa 20
5a Irudio SRR 5b Irudia REY
?O
i z
1
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Fe(M)
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002

Re(M)

-0.02
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Ba Irudio R

q=10, wa2,0

6b Irudia

1mgwy

.02

chi

q=10. w=0.0

Ba Irudia

=002

o
~
w

6b Irudia

)

o
M
"

&hi

q=1.0, w=2.0

7a lrudia

=02

7b Irudic
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Azkenik, balaztatze-indarraren Z° eta Z°,-arekiko proportzionalak diren ekarpenak
kalkulatu dira, (6) eta (18) adierazpenetaz baliaturik, hurrenez hurren, berauek abiadura
txikiko limitearekin nahiz abiadura handiko limitean baliagarria gerta daitekeen pausagu-
neko elektroi-gasaren hurbilketan lorturiko emaitzarekin konparatuz. Bereziki, abiadura
txikiko limitean, non erantzute-funtzio lineala tetramomentuaren laugarren osagaiarekiko
proportzionala den, ondoko erara berridatz daitezke (6) eta (18) adierazpenak, behin
abiaduraren bigarren ordenako eta ordena altuagoko gaiak arbuiatuz gero:

(2) 2 = “
LA < S _[ dgoPIM(—€5! /) (64)
dx k0 b

eta

1 = )
o d
) _ 167 s [ cacimi-sqlui) f dy [
dx  9m 0 :

Re[Mg.u a0, 1o, Saauwol (65)
Glg-q P

gqwetaM,wq. w, direlakoak erantzute-funtzio lineal eta kuadratikoen maiztasun txikiko
limiteak izanik. Hemen, aurreko adierazpenetan bezala, x delakoak q eta qg,bektoreek
osotzen duten angelua adierazten du.

8 irudian (6) adierazpenaz baliaturik lorturiko balaztatze-indarraren Z‘,-arekiko
proportzionala den ekarpena adierazten da, abiaduraren funtzioan eta r,= 2.07a,
harturik, zorizko faseen hurbilketan lorturiko erantzute-funtzio linealaren (28) adierazpena
erabiliz. Irudi honetan, (64) adierazpenaz baliaturik lorturiko abiadura txikiko limitea ere
adierazten da, puntukako lerroaren bidez, bai eta erantzute-funtzio linealaren pausagune-
ko elektroi-gasaren hurbilketa erabiliz lorturiko emaitza (zatikako lerroa) eta (7) adierazpe-
naren bidez adierazitako abiadura handiko limitea (puntukako lerroa) ere. Zati-puntukako
lerroak(-.-) erantzute-funtzio linealaren plasmoi-poloaren hurbilketa erabiliz lorturiko emai-

tza adierazten du.

8 lrudia
—— T T T
= J 4
[=1 .
I
1 A
I i ;
o E
= | vy
R I 7 AR
%) ¥ >
o | <. N
o | i \\
| I =,
|
| i \_
I ;
n
L f L 1 1
(=]
o) 1 2 3 4 s
vio.u.)
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9 irudian (18) adierazpenaz baliaturik lorturiko balaztatze-indarraren Z°,-arekiko
proportzionala den ekarpena adierazten da, abiaduraren funtzioan eta r.= 2.07%
harturik, zorizko faseen hurbilketan lorturiko erantzute-funtzio linealaren eta erantzute-
funtzio kuadratikoaren (28) eta (51) adierazpenak erabiliz, hurrenez hurren. Irudi honetan,
8 irudian bezala, (65) adierazpenaz baliaturik lorturiko abiadura txikiko limitea (puntukako
lerroa), erantzute-funtzio lineal nahiz kuadratikoaren pausaguneko elektroi gasaren hurbil-
keta erabiliz lorturiko emaitza (zatikako lerroa) eta abiadura handitarako Lindhard-ek
antzemandako limitea (puntukako lerroa) ere adierazten dira. Azken hau ondokoa dugu:

de® 3 5 2v2
- == 2 #Bn (66)
dx 2 v° g

w,delakoa elektroi-gasaren plasmoi-maiztasuna izanik. Halaber, 9 irudian balaztatze-
indarraren Z° -arekiko proportzionala den ekarpena adierazten da, zorizko faseen
hurbilketan, Z',-arekiko proportzionala den ekarpenarekin konparatu ahal izateko.

5 9 Irudio
& — 7T T T — 71—
i i
i
|
|
o i
=8 -
I
3 1
I
I 1
z - &
3 1
3 I
- LI
T~ 1 |
45 !
I
| ; ;
% |
Zl. 1
Lo ]
g _
L L ! N L L i 1 N 1 L 1 ] L
c 1 2 3 4 3

vlau)

Diogun, azkenik, (18) adierazpena lortzeko orduan elektroi-hutsune eta plasmoi
bakunen kitzikapenaren bidezko energi galerak baino ez direla kontsideratu, eta elektroi-
hutsune eta plasmoi anizkoitzei legozkiekeen prozesuak, beraz, arbuiatu egin dira.
Prozesu hauen ekarpena, aldiz, abiadura handitarako arbuiagarria bada ere, abiadura
txikiko limitean garrantzi handikoa da eta kontutan hartu beharrekoa genuke, beraz.
Izan ere, honetan datza 9 irudian erakutsitako abiadura txikiko limitearen eta Hu-k eta
Zaremba-k™ kalkulaturikoaren arteko ezberdintasuna, berau 22 eta 23 erreferentzietan

argitzen delarik.
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5. ONDORIOAK

Lan honetan, materia zeharkatzen ari den Ze kargadun partikula baten eta
ingurunea osotzen duen elektroi-gasaren arteko anitz gorputzen elkarrekintzaren azterketa
xehatua egin da, eremuen teoria kuantikoan garaturiko anitz gorputzen perturbazioen
teoriaz baliaturik, eta balaztatze-indarraren Z° -arekiko nahiz Z°,-arekiko proportzionalak
diren ekarpenak kalkulatzeko adierazpen analitikoak lortu dira, erantzute-funtzio lineal
eta kuadratikoaren funtzioan.

Erantzute-funtzio lineal eta kuadratikoa kalkulatzeko beharrezkoak diren adierazpen
analitikoak erakutsi dira, zorizko faseen hurbilketan, beraien maiztasun eta momentu-
transferentzia txikiko limiteak nahiz pausaguneko elektroi-gasaren hurbilketa azalduz.
Ondoren, erantzute-funtzio kuadratiko simetrizatuaren adierazpen analitikoa lortu da, eta
beraren kalkulu numerikoa burutu da, aldagaien zenbait baliotarako.

Azkenik, balaztatze-indarraren Z’ -arekiko proportzionala den ekarpenaren kalkulua
burutu da lehenengo aldiz, abiaduraren funtzioan eta zorizko faseen hurbilketan, orain
arte eginik zeuden abiadura txikiko eta abiadura handiko limiteekin konparaturik.
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