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El analisis modal aplicado a la acustica musical se fundamenta en la mecanica vibracional, la acustica y
la musica. El andlisis modal se inicid con el estudio de las vibraciones en cuerdas, mds tarde se aplicé de forma
experimental a sistemas bidimensionales y por ultimo se obtuvo la formulacién matematica. Ha sido fundamen-
tal la importancia que ha tenido dicho anélisis en la mejora de la calidad de los instrumentos musicales en con-
creto en los de cuerda pulsada y frotada.

Palabras Clave: Andlisis modal. Acustica. Msica.

Akustika musikalari aplikaturiko analisi modalak mekanika bibrazional, akustika eta musika hartzen ditu oinarri-
{zat. Analisi modalaren eboluzioz artuko da, bere jatorrik kordetako bibrazioen ikerketatik sistema bidimensionaletarako
aplikazio experimental eta ondorengo formulazio matematikora arte. Azkenik tresna musikaletan eta batez ere pultsatu-
riko eta igurtzitako kordakoetan analisi izan duen ganatzia hartuko da kontuan

Giltz-Hitzak: Analisi modalak. Akustika. Musika.

L ‘analyse modale appliquée a I’acoustique musicale est formée par la méchanique vibrationelle, I’acoustique et
la musique. L évolution de I"analyse modale a son origine & 1’étude des vibrations des cordes jusqua son application
experimentale aux systemes bidimensionnelles et son ultérieur formulation mathématique. L ‘importance qu‘a eu cette
analyse a été fondamentale dans |'amélioration de la qualité des instruments musicales en général, et spécialement
dans le cas des cordes frappées et frottées.

Mots Clés: Analyse modale. Acoustique. Music.
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El andlisis modal aplicado a la acustica musical se configura a través de las siguientes
disciplinas: la mecanica vibracional, la acustica y la musica. La diversidad, la complejidad y
la extension de estas materias, asi como el espacio de que se dispone, aconsejan acotar los
temas que se van a desarrollar.

La acustica se define como la ciencia que estudia las propiedades de las vibraciones de
las particulas de un medio susceptible de engendrar sonidos, infrasonidos o ultrasonidos.
Desde el punto de vista de un andlisis acustico se pueden considerar tres fases: la produc-
cion, la propagacion y la recepcion del sonido. Aquf solo se tratara de la primera de ellas: la
produccion de sonido, ya que es en donde se sittan los modos y frecuencias propias de vi-
bracién del sistema emisor de sonido. Siendo la forma, la amplitud y la frecuencia de los mo-
dos, las que van a determinar las caracteristicas del sonido emitido.Cabe mencionar por las
aportaciones realizadas a la acustica: a J. B. J. Fourier (1768-1830) por el analisis de los so-
nidos complejos o0 musicales; a C. J. Doppler(1803-1853) por descubrir la modificacion de la
frecuencia de un sonido producido por una fuente moévil; a J. W. Strutt (1842-1919), conocido
como Lord Rayleigh, por establecer una teorfa bastante completa de la produccién, propaga-
cion y difraccion del sonido; a W. C. Sabine (1868- 1853) por sus estudios en acustica de sa-
las, etc.

No se hablara de forma concreta de los cientificos que han determinado la mecénica vi-
bracional, aunque es evidente que su trabajo ha determinado los avances de la acustica y
por supuesto del analisis modal. Por ello, destaquemos a: |. Newton (1642-1727), por expli-
car la propagacion de las ondas; a B. Taylor (1685-1731), D. Bernoulli (1700-1782), L. Euler
(1707-1783) y J. L. R. D’Alambert (1717-1783), por sus desarrollos mateméticos fundamenta-
les en la ecuacion de ondas para distintos medios; a J. L. Lagrange (1736-1813) por el cél-
culo variacional; a C. Huygens (1629-1695), G. R. Kirchoff (1824-1887),...

En primer lugar, se dara una breve resefia cronoldgica-biografica de la evolucion de la
acustica, desde su inicio, en la escuela pitagoérica (S. V a. de C.) hasta el siglo XVIII. A con-
tinuacion,se tratard del analisis modal, su nacimiento en la experimentacion y su posterior
explicacion matematica. Finalmente, como el objetivo de este trabajo es la aplicacion del
andlisis modal a la acustica musical, se vera la importancia que ha tenido dicho analisis, en
la mejora de la calidad de los instrumentos musicales, en concreto en los de cuerda pulsa-
day frotada.

LOS ORIGENES DEL ANALISIS MODAL: DEL ESTUDIO DE LAS VIBRACIONES EN
CUERDAS AL CONCEPTO DE FRECUENCIA

Los griegos atribufan un origen divino a la musica, asi como poderes magicos. Se puede
decir que el nacimiento de la acustica musical, se debe al interés de los griegos por saber el
origen de los sonidos musicales, y sobre todo por conocer la razén de porque estos, son
agradables.

Pitagoras (S.VI - S.V a. de C.) fue el primero que estudio el origen de los sonidos musi-
cales. Asi, en la Escuela Pitagdrica se realizaron las primeras experiencias sobre vibraciones
en cuerdas, demostrandose que al dividir la longitud de estas, segun relaciones dadas por
numeros enteros, los sonidos que se producian al vibrar eran concomitantes entre si.
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La relacion encontrada entre la razéon de los numeros enteros y los intervalos musicales
corroboraba la adoracién de los griegos hacia el nimero y la proporciéon. Mediante la obser-
vacién del movimiento vibratorio periédico en una cuerda, y al ser éste explicable mediante
relaciones numéricas sencillas, intentaron extrapolar estos resultados a todos los movimien-
tos que se repiten en el tiempo. Este fue el caso de los astros a los que asignaron unas rela-
ciones de numeros enteros para explicar su desplazamiento, e incluso un tono musical que
no podia ser percibido por el oido.

Se debe hacer notar, que Pitagoras y sus discipulos, no fueron capaces de relacionar la
altura de tono con la frecuencia de vibracion, solo la relacionaron con la longitud de la cuer-
da vibrante.

Por otra parte, se cree que hacia el siglo Il a. de C., en China' ya se conocian las rela-
ciones armonicas existentes entre los sonidos. Muestra de ello, son una serie patron de tubos
consistentes en unas flautas de cafia denominadas /iu, con las que fijaron las alturas de los
tonos y los intervalos musicales.

Las aportaciones de Galileo Galilei (1564-1642) al campo de la acustica, estan relacio-
nadas con el estudio de las oscilaciones del péndulo, de las cuales dedujo el concepto de
frecuencia, de esta Ultima asi como de las oscilaciones se hablard a continuacion, ya que
son sus aportaciones a la acustica. Parece ser, que un dia mientras estaba sentado en la Ca-
tedral de Pisa asistiendo a un servicio religioso, se entretuvo observando la oscilacion de la
ldmpara del Santuario, comprobando que el tiempo que tardaba en dar una vuelta completa
era siempre el mismo. Con esta observacién, comenz6 a estudiar el movimiento de los pén-
dulos y de los sistemas vibratorios en general.

Todas las deducciones realizadas por Galileo, sobre vibraciones de cuerpos, las escri-
bié en Discorsi Intorno a Due Nuove Scienze, publicado en 1638. Comenzé con la observa-
cién del isocronismo del péndulo simple y de la dependencia de la frecuencia de vibracion
de éste, con su longitud y continuo con el estudio de las relaciones que existen entre el tono
de una cuerda vibrante y su longitud, para concluir con el significado fisico del nimero de vi-
braciones por unidad de tiempo: frecuencia.

Galileo descubrid, accidentalmente, que podia obtener un sonido con una altura dada
rascando una plancha de bronce con un cincel de hierro afilado? Los surcos delgados, para-
lelos y equidistantes que quedaban en la plancha, eran testigos permanentes de las vibra-
ciones del cincel que los habia rayado. El sonido producido daba una sensacién de altura de
tono determinada, y a medida que se rascaba mas rapido aumentaba dicha altura.

Asi, Galileo explicé claramente en el Discorsi.., la relacion entre la altura y la frecuencia
de vibracion de una cuerda, aunque refiriéndose solo a los numeros relativos de vibraciones
por segundo correspondientes a diversos intervalos musicales. Ademas realizdé una intere-
sante comparacion entre las vibraciones de la cuerda y del péndulo, en el intento de explicar
la razdn de frecuencia entre sonidos contiguos.

1. Véase BENADE [1990]
2. Véase PIERCE [1989)]
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Parece ser que el interés que demostro Galileo® por las vibraciones, y en concreto por la
altura de tono, se debe en gran medida a que nacio y crecié en un ambiente musical, ya que
su padre era violinista.

Las aportaciones de Marin Mersenne (1588-1648) al conocimiento de la humanidad, son
mas bien escasas, pero sus estudios sobre acustica han sido fundamentales. Como musicé-
logo, se conocen sus escritos sobre teorfa musical, asi como documentos de incalculable va-
lor histdrico, ya que en ellos describe los instrumentos musicales de su tiempo. Como fisico,
realizé6 medidas de frecuencias audibles, y fue el primero en determinar la velocidad del soni-
do en el aire, asi como las leyes que determinan la frecuencia y el periodo de vibracién de
las cuerdas.

El libro mas importante publicado por Mersenne fue Harmonie Universelle, en 1636. Este
libro estd dedicado a la teorfa musical y a la acustica. En él, relaciona la altura de tono con el
numero real de vibraciones por segundo, al igual que Galileo, con cuyo trabajo estaba fami-
liarizado.

En el estudio del sonido y sus efectos sobre el oido, demostré que el tono es proporcio-
nal a la frecuencia, y de aqui que los intervalos musicales (octava, quinta, cuarta,...) son ra-
zones de las frecuencias de vibracién producidas por los instrumentos.

Utilizando cuerdas esparto, gruesas y largas, y sometiéndolas a tensiones conocidas,
fue capaz de establecer la relacion existente entre estos parametros y el nimero de vibracio-
nes de dichas cuerdas. Desde Pitagoras se conocia que la altura de tono era inversamente
proporcional a la longitud de las cuerdas (L), Mersenne establecié que esta altura de tono, ya
identificada como frecuencia, era directamente proporcional a la raiz cuadrada de la tensién
(T) a la que estaba sometida la cuerda, e inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la
densidad lineal (p,) de la misma, con lo que obtuvo la expresion analitica:

k |I T
F==
"?“\I!p.r.

El factor de proporcionalidad K, lo determind* contando el nimero de vibraciones por
segundo en cuerdas muy largas, tanto en una cuerda de esparto de 27'4m de longitud y de
didametro 2.1mm, como en un alambre de 42'1m de longitud y 0.5mm de didmetro, obtenien-
do para K un valor de 1/2

De esta forma, Mersenne obtuvo de una forma empirica, las leyes de vibraciones de las
cuerdas de esparto, y luego extrapolo los resultados a las cuerdas de los instrumentos.

También de forma aproximada, dio por primera vez el valor de la velocidad del sonido
en el aire en el afio 1636. Para ello midi6 el intervalo de tiempo que mediaba entre el momen-
to de ver el fogonazo de un cafén a una distancia conocida y el momento de oir el corres-

3. Véase JOHNSTON [1989]
4. Véase PIERCE [1985]

156 Formula. 4, 1997, 153-165



El analisis modal: su aplicacion a la acustica musical

pondiente sonido. Una medida mas satisfactoria de esta magnitud se realiz6 hacia 1750 ba-
jo la supervision de la Academia de Ciencias de Paris.

Mersenne, también fue el que inicié el estudio acustico de las campanas. Crefa que el
sonido emitido por las campanas de los templos podia dispersar las nubes de las tormentas
gracias a que eran objetos sagrados y a su movimiento vibratorio. A pesar de estos pensa-
mientos mas 0 menos esotéricos, las tablas que llegé a publicar del tamafio y del tono de to-
das las grandes campanas de Europa existentes en su época, han sido la fuente de numero-
sas investigaciones que se han desarrollado hasta la actualidad, en lo que se conoce como
acustica de las campanas.

Curiosamente, aunque Mersenne hablé de tono de las campanas, éste no se debe inter-
pretar como sonido musical periédico, ya que los armdnicos mas agudos emitidos por una
campana no son equidistantes, aunque si se les puede asociar una altura de tono que no
coincide con el fundamental (parcial més grave), sino con un promedio de los intervalos de
frecuencia entre algunos de los parciales méas graves del sonido emitido. El tono emitido por
una campana queda determinado por los cinco modos de vibracion mas bajos, cuyas fre-
cuencias siguen la razon 1:2:2'4:3:4. Los seis parciales siguientes establecen el timbre®. Es-
tos parciales presentan en sus razones de frecuencia una dispersion del 4% con respecto a
las campanas ideales cuyos parciales coinciden con la serie arménica. Los arménicos mas
importantes, en cuanto a la emisiéon de sonido se refiere, son aquellos cuyos modos de vibra-
cién tienen un movimiento normal a la superficie de las campanas. Las teorfas y descubri-
mientos de Mersenne no fueron tomadas en consideracion ni aceptadas por la sociedad de
Su época.

ANALISIS MODAL

El francés Joseph Sauveur(1653-1716), parece ser que fue el primero en sugerir el nom-
bre de acustica, para la ciencia del sonido. Su interés por el sonido se debié en gran medida
a las dificultades que tuvo con el habla y con la audicion desde su nifiez8. Al igual que Mer-
senne, Sauveur utilizé la musica para obtener informacion sobre el sonido v las vibraciones.

Comenz6 su trabajo en acustica, desarrollando un método de clasificacion de las esca-
las musicales y determiné mediante dos érganos de tubos la razén de frecuencias de un se-
mitono, obteniendo que dicha razén era de 15/16 y que al sonar conjuntamente daban 6 bati-
dos o pulsaciones por segundo. Traté este nimero como la diferencia entre las frecuencias
de los tubos, llegando a la conclusion de que esos nimeros debian ser 90Hz y 96Hz respec-
tivamente.

Sauveur sobre todo destacéd por sus trabajos en cuerdas. Determind que una cuerda
tensada tiene ciertos puntos al vibrar que no se desplazan de su posicion de equilibrio, a es-
tos puntos los llamé nodos. Por contra hay otros puntos de méximo desplazamiento que de-
nomind vientres. Asi mismo observé que cada vibracion que se producia en la cuerda, esta-
ba formada por varios movimientos periddicos secundarios con frecuencias que eran multi-

5. Véase ROSSING [1991]
6. Véase GILLISPIE [1980, vol. 12]

Formula. 4, 1997, 1563-165 157



Elejabarrieta Olabarri, M2 Jesus

plos enteros de la frecuencia del movimiento simple, que era el que se obtenia al desplazar
el punto central de la cuerda tensada y fijada en los extremos de su posicion de equilibrio.
Como conclusién dedujo que una cuerda al vibrar producia un sonido que era el resultado
de la superposicion de todos los movimientos secundarios que vibraban simultdneamente.
Los sonidos asociados a estos sobre tonos 0 movimientos secundarios, los denominé tonos
armonicos, mientras que al sonido asociado con la vibracién simple lo denomind fundamen-
tal. Esta notacion la introdujo hacfa 1700, y sigue vigente hoy en dia. Sauveur condensé todo
su trabajo en un tratado denominado Sur la Détermination d’'un son fixe, publicado en Parfs
en 1703

La solucién matematica de el problema de vibraciéon de las cuerdas se debe a Taylor
que en 1713 establecié que la forma de la curva que describe una cuerda al vibrar era tal
que todos los puntos alcanzaban la posicién de equilibrio en el mismo tiempo. D’Alambert,
en 1750, presentd la ecuacion diferencial del movimiento de una cuerda tratada como un me-
dio continuo. A Bernoulli se debe el principio de superposicién de pequefas oscilaciones,
que establece que el desplazamiento de un punto de la cuerda en un instante dado, es la su-
ma algebraica de los desplazamientos de cada armonico simple. A partir de dicho principio,
D'Alambert y Euler, expresaron el modo de vibracion de una cuerda en términos de una serie
infinita de senos y cosenos, anticipo de lo que mas tarde hizo Fourier con la descomposicién
de un movimiento vibratorio complejo.

Lagrange en 17597, supuso que la cuerda estaba constituida por un nimero finito e
igualmente espaciado de particulas con masas idénticas y estudid el movimiento de este sis-
tema. Considerado de esta forma el sistema, establecié la existencia de un nimero de fre-
cuencias independientes igual al nimero de particulas. Por lo tanto, discretizo el sistema, ya
que asocid a cada particula una frecuencia de vibracién y considerdé que cada masa se com-
portaba como un oscilador arménico simple. En la actualidad, este planteamiento es la base
del andlisis modal mediante elementos finitos.

El aleman Ernst F. F.Chladni (1756-1827) se dedic6 exclusivamente a la ciencia, siendo
la acustica experimental su area de investigacion principal. Esta eleccion estuvo muy influen-
ciada por el interés que mostraba por la musica, ya que se le puede considerar como un mu-
sico aficionado. Ademas, mostré gran aficion por el disefio y la construccion de instrumentos
musicales, como es el caso del Euphoniumy el Claviycilinder, ambos instrumentos de tecla-
do, caracterizados por su sonido agradable, de estilo vidrioso. Al final de su vida investigo el
sonido de las campanas, siguiendo la linea que un siglo antes habia marcado Mersenne.

Excepto por unas pocas publicaciones sobre meteoritos, en las que propone su origen
extraterrestre, Chladni, se dedic exclusivamente al estudio de la acustica y de las vibracio-
nes. Su aportacion mas importante fue la demostracién experimental de las vibraciones en
las superficies de placas, usando una técnica de esparcimiento de arena que el mismo habia
disefiado.

El resultado de su primer proyecto, un estudio de las vibraciones en placas, fue publica-
do en 1787. A partir de este momento su vida transcurrié entre periodos en su casa de Wi-
ttenberg, donde realizaba los experimentos y los escritos sobre acustica, y 0s viajes por Eu-

7. Véase ROSSING, FLETCHER [1991]
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ropa difundiendo el método de las figuras de arena y los instrumentos musicales disefiados
por él. Estos viajes le permitieron contactar con personas tan diferentes como Goethe, Ol-
bers, Laplace y otros.

A lo largo del siglo XVII, los cientificos emprendieron diversos trabajos experimentales y
tedricos sobre vibraciones en cuerdas, como es el caso de Sauveur, y también realizaron al-
gun intento por descubrir las vibraciones en barras y en membranas que no fructificaron. Es-
te desconocimiento de las vibraciones en placas lo recalcé Chladni en su primer articulo.

El método experimental disefiado por Chladni consistia en extender arena sobre las pla-
cas en estudio y excitar el sistema tocando cerca de los bordes de las placas una escala
musical con un violin. Asi observo las vibraciones que resultaban en dichas placas, ya que la
arena comenzaba a vibrar para ciertos fundamentales emitidos por el violin, desplazandose
hasta ciertos puntos que estaban inmdviles. Esta distribucién de arena estatica configuraba
las lineas nodales para la frecuencia correspondiente, es decir, el modo de vibracién. Estas
formas modales (circulos, estrellas y otras formas geométricas), que se perfilaban sobre la
placa eran simétricas, lo cual hoy es evidente ya que las placas isétropas también lo eran.

En un principio Chladni utilizé placas de vidrio circulares de tres a seis pulgadas de dia-
metro, después fue extendiendo su estudio a rectangulos, elipses, semicirculos, triangulos y
poligonos regulares de seis lados. Por lo general estas placas las fijaba en un punto interno
que en ocasiones coincidia con el centro geométrico de la placa. Asi, al comenzar a vibrar la
placa por resonancia con las frecuencias emitidas por el violin, este punto constituia un nodo
de vibracion, siendo a priori el resto de la placa libre. En muy pocas ocasiones obtuvo lineas
nodales en el borde de las placas.

Chladni clasificé los modos de vibracion de acuerdo a la geometria y al tono que pre-
sentaban. De esta forma establecié que tanto las formas modales como los sonidos de una
placa vibrando son anélogos a los tonos y formas modales de la serie arménica de una
cuerda.

Ademas de este andlisis de las vibraciones en placas, estudié el movimiento vibratorio
en barras de seccién cilindrica y de seccion prismatica, con el mismo método de la arena
empleado en las placas. A partir de este estudio dedujo la velocidad longitudinal del sonido
en los sdlidos, partiendo del tono que producia una barra larga de un material homogéneo
cuando se le sometia a vibrar longitudinalmente.

También midi¢ la velocidad del sonido en gases similares al aire, comparando el tono
emitido por un instrumento de viento llenado con el gas en estudio, con el tono normal que
emitia dicho instrumento bajo unas condiciones atmosféricas standard. Posteriormente, cien-
tificos como S. D. Poisson (1781-1840) o J. B. Biot (1774-1862) prestaron mucha atencién a
estas investigaciones.

Las publicaciones mas importantes realizadas por Chladni en lo que acUstica se refiere
son:Entdeckungen Uber die Theorie des Klanges(Leipzig,1787), Die Akustik (Leipzig, 1802),
tratado que contiene la historia completa de la acustica hasta los dias de Chladni, traducido
al francés en 1809, y Neue Beitrdge zur Akustik (Leipzig, 1817).

Los modos visibles de vibracion de las placas despertaron un gran interés entre los
hombres de ciencia entre 1820 y 1830. En Alemania, F. Strehlke continu6 con las investiga-

Formula. 4, 1997, 153-165 159



Elejabarrieta Olabarri, M2 Jesus

ciones experimentales iniciadas por Chladni; W. E. Weber (1804-1891) dedicé su tratado de
ondas al mismo. Asi mismo, en Inglaterra cientificos como T. Young (1773-1829) o M. Fara-
day (1791-1867), se interesaron por los trabajos del aleman. Pero hay que destacar en espe-
cial el interés que despertaron los modos de vibracién obtenidos por Chladni en la comuni-
dad cientifica francesa. A F. Savart (1791-1841), se puede considerar el sucesor de las in-
vestigaciones experimentales de Chladni. Este impacto de los experimentos de Chladni se
debe a la visita que realiz6 a la Academia de Ciencias de Paris en 18088, demostrando los
modelos de vibracion ante un publico en el que se encontraba Napoledn. Tras la demostra-
cion, los fisicos de la Academia francesa convocaron un concurso, con una dotacién de
3000 francos como premio, al mejor estudio matematico de vibraciones elésticas que pudie-
ra demostrar aquellas distribuciones de arena.

4‘;5“
| S

7&&/’

Figura 1: Modos de vibracién de una placa circular de vidrio obtenidos por Chladni

La matematica francesa Sophie Germain (1776-1831) obtuvo importantes resultados en
el campo de las matematicas aplicadas a la acUstica y a la elasticidad®'®. Son estas
aplicaciones las que son de interés para el andlisis modal acustico. Ante la demostracion
realizada por Chladni de los modos de vibracion en placas circulares y rectangulares de vi-
drio o metal, en la Academia de Ciencias en Paris en 1808, los cientificos franceses se plan-
tearon formular una teoria matematica de vibracion de superficies elasticas e indicar como
dicha teorfa se corresponde con la evidencia.

8. Véase RAYLEIGH [1945]
9. Véase BELL [1993]
10. Véase GILLSPIE [1980, vol. 6]
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Influenciados por Lagrange, muchos matematicos desistieron de intentar resolver el pro-
blema, ya que este aseguraba que los métodos matematicos disponibles eran inadecuados
para la resolucién. Sin embargo, Sophie Germain presenté una memoria anénima, pero el
premio quedd desierto. A partir de las hipétesis fundamentales presentadas en dicha memo-
ria, Lagrange dedujo la ecuacion correcta en derivadas parciales para las vibraciones de
placas planas elasticas. En 1816, el premio convocado por la Academia se le adjudicé final-
mente a Germain, alcanzando asf la cima en su carrera cientifica.

Tras extender y mejorar la memoria premiada, publicé en 1821 un trabajo titulado: Remar-
kes sur la nature, les bornes et l'etendue de la question des surfaces élastiques et équuation
générale de ces surfaces. En este trabajo, Germain formulé que la ley para las vibraciones en
superficies elasticas esta dada por una ecuacién de cuarto orden en derivadas parciales:

N°

T 25 ey s

8, 8'p % alop &p|l &%
IE‘ 2 6 z

p=pix,y1)

Donde p representa el desplazamiento en la direccion perpendicular a la superficie del pla-
no de la placa y N es una constante fisica si la superficie es una membrana eléstica de espesor
constante. La generalizacion de la formula de Lagrange, vélida para superficies planas, esté en
la variable S que representa la curvatura de una superficie y que puede variar de un punto a
otro. De esta forma, fue Germain quién establecié el concepto de Curvatura Media.

El concepto de curvatura de una superficie generaliza el caso de la curvatura de una
curva. A través de las normales se consideran las curvaturas de todas las secciones planas
de la superficie, y calculando la media aritmética de los valores extremos de estas curvaturas
se obtiene la curvatura media. Mientras que la curvatura gaussiana, media geométrica de los
valores extremos de las curvaturas, caracteriza la geometria local de la superficie, la curvatu-
ra media es mas Util para aplicaciones en la teoria de elasticidad.

En el caso de un plano, la curvatura media es infinita en todos los puntos de la superfi-
cie. De aqui, que el termino 4/52 de la ecuacion diferencial de Germain sea nulo, reduciéndo-
se dicha ecuacién a la que ella y Lagrange habian deducido para superficies planas.

Germain, en sus Ultimas publicaciones, consider6 la posibilidad de que las placas tuvie-
ran el espesor variable, entrando ya en lo que se conoce como elasticidad de sélidos.

Hay que decir que la solucién de la ecuacion fue matematicamente incorrecta, ya que la
eleccion de las condiciones de contorno no fueron las idéneas. Hasta 1850 no se llegd a ob-
tener la solucién correcta y completa de la ecuacion. Dicha solucién la obtuvo el fisico aleman
Kirchoff, que fue el predecesor de H. Von Helmholtz (1821-1894) en la universidad de Berlin.

EL ANALISIS MODAL APLICADO A LA ACUSTICA MUSICAL

Uno de los grandes misterios de la historia de la musica ha sido la habilidad de los maes-
tros luthiers de antafio, como fue el caso de las familias Guarnerius y Stradivarius. Sin mas que
un conocimiento empirico de la fisica y de la acustica de sus instrumentos, estos artesanos
construian violines que todavia hoy se aprecian por su timbre y su sonido nitido. Mediante gol-
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pes en las tapas determinaban auditivamente la afinacion de los modos de vibracion mas ba-
jos de la tapa y del fondo, los cuales los ajustaban eliminando madera de diferentes zonas.

Desde el siglo XIX hasta la actualidad, muchos cientificos se han interesado por las pro-
piedades acusticas de los instrumentos musicales con el fin de correlacionar dichas propie-
dades con la calidad del sonido emitido por los instrumentos.

Uno de los primeros cientificos en preguntarse que sonidos debian de producir la tapa y
el fondo de un violin, antes de su ensamblaje para obtener un instrumento éptimo, fue el fisico
Felix Savart(1791-1841)'". El tuvo la oportunidad de ensayar con tapas y fondos de violines
sueltos gracias a la colaboracion del luthier Vuillaume. Para el estudio de estos elementos apli-
c6 el método disefiado por Chladni, con esta técnica obtuvo una distribucion de lineas noda-
les a unas frecuencias de resonancias muy definidas. Estos modos normales de vibracién son
patrones de ondas estacionarias y dependen de la rigidez, de la masa, de la geometria y de la
distribucion de espesores del elemento en estudio. Con estas observaciones, Savart compro-
b6 que los mejores violines guardaban una relacion de afinacion entre tapa y fondo de una
2°M o de una 2°m. También estudi¢ el efecto que tiene el puente del violin en la radiacion de
sonido del instrumento. La forma y la masa del puente, asi como la posicion de este sobre la
tapa del violin, van a determinar la curva de respuesta en frecuencias del instrumento.

Dentro del estudio de la Acustica de los instrumentos de cuerda frotada, H. Helmholtz
(1821-1894) determind con experimentos fisicos y psicoacusticos el movimiento de las cuerdas
del violin al ser frotadas con el arco. Con el microscopio propuesto por J. A. Lissajous (1822-
1880) observd el patron triangular que se formaba en la forma de onda al desplazarse la cuer-
da enganchada con el arco. Hoy, este patrén se conoce como Movimiento de Helmholtz.

Con el fin de identificar los parciales de varios tonos del violin, utilizé resonadores esféri-
cos de diferentes volumen y area de abertura, conocidos como Resonadores de Helmholtz, y
asi cubrir una amplia gama de frecuencias. Si la onda sonora incidente tenia una componen-
te de frecuencia coincidente con la frecuencia de resonancia de algun resonador en particu-
lar, se producia una presién sonora a esta frecuencia fuertemente amplificada dentro de la
cavidad del resonador. A esta frecuencia se le conoce como la Resonancia de Helmhholtz o
Fundamental de Aire y aparece en todos los instrumentos con caja de resonancia. El resona-
dor de Helmholtz consiste en una cavidad rigida de volumen V, con un cuello de area Sy
longitud efectiva L. Si la longitud de onda es mucho mayor que L y que S'2, el fluido en el
cuello se mueve como una unidad y la apertura radia sonido como una fuente simple'. La
resonancia fundamental de aire es independiente de la forma de la cavidad y su frecuencia
viene dada por la siguiente expresion:

f== |||S

2n Yy Ly

Existen resonancias de aire superiores a la fundamental cuyo origen se debe a las ondas
estacionarias que resultan en la cavidad, por lo tanto dependen de la geometria de dicha ca-
vidad mas que del movimiento oscilatorio de la masa del fluido en el cuello. En consecuencia,
estas frecuencias superiores no estan relacionadas armoénicamente con la fundamental.

11. Véase HUTCHINS [1981]
12. Véase KINSLER [1988]
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A Helmholtz también se debe una primera teoria de la audicién y un estudio sobre el tim-
bre de los sonidos.

En 1930, H. Meinel establecio la correlacion entre el espesor de las tablas y los modos de
vibracion de las partes del violin, con la intensidad y el timbre del sonido del instrumento com-
pleto. También estudié la posibilidad de mejorar un violin en una determinada region de fre-
cuencias eliminando madera de ciertas zonas de las tapas, pero no llegé a ninguna conclu-
sién, ya que una pequefia modificacion puede mejorar sustancialmente un instrumento, pero
en otro puede influir negativamente. En 1950, Meinel fue el primero en utilizar sensores y trans-
ductores para detectar el desplazamiento de las tapas del violin al ser excitadas con un ruido.

El fisico americano F. Saunders (1875-1963) verifico los descubrimientos de Savart, de-
dicandole un interés especial a la resonancia fundamental de aire o de Helmholtz y a la fun-
damental de la tapa. Lleg6 a la conclusion que en los buenos violines la resonancia de Helm-
holtz se debia dar en la tercera cuerda (293Hz, RE,), y la de la tapa en la segunda cuerda
(440Hz,LA,).

Saunders también destaca por los estudios comparativos que realizé entre violines anti-
guos y nuevos con el fin de establecer unos criterios de calidad. Para ello se baso en los es-
pectros que presentaban dichos instrumentos.

C. V. Raman (1888-1970), al igual que Saunders, es conocido por sus investigaciones en
espectroscopia por las que obtuvo el Premio Nobel. Dentro de la Acustica, destaca por las
aportaciones al conocimiento del violin. Demostré que la minima fuerza necesaria, ejercida
por el arco, para mantener estable el movimiento de la cuerda varia directamente con la velo-
cidad del arco e inversamente con el cuadrado de la distancia al puente.

Raman, también estudio el acoplamiento de las vibraciones de las cuerdas con la caja
de resonancia del violin, en especial La Nota del Lobo'®. Este sonido aparece cuando la caja
presenta una resonancia con un alto factor de calidad, y con una amplitud y frecuencia simi-
lar al fundamental de una de las cuerdas. En estas condiciones, el resultado es que las vibra-
ciones de la cuerda y de la caja aumentan y disminuyen alternativamente en amplitud. El to-
no emitido tiene una variacion fuerte en frecuencia, entorno a los 5Hz, dando lugar a batidos
e imposibilitando que el instrumentista mantenga un sonido firme con el arco. La viola y el
chelo son méas susceptibles a la Nota del Lobo que el violin. Esta susceptibilidad se debe a
dos razones: una es que la impedancia cuerda/caja es menor en los instrumentos mayores, y
la otra razén tiene que ver con la longitud del puente. Cuanto mas largo sea éste, mas se
reduce la impedancia de las cuerdas, ya que este parametro decrece con el cuadrado de la
longitud del puente.

A C. M. Hutchins (1911- ) se le puede considerar como la pionera en la aplicacién del
andlisis modal, holografias, y de los métodos cientificos en general a la construccién de ins-
trumentos musicales. En la figura 2, se muestran las holografias correspondientes a los seis
primeros modos de la tapa y del fondo sueltos de un violin, obtenidos por Hutchins™. En la
parte superior, aparecen los interferogramas con los modos de la tapa y en la inferior los del
fondo. EI nimero que aparece junto a cada figura es la frecuencia en herzios a la que se dan

13. Véase BENADE [1981]
14. Véase HUTCHINS [1981]
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estas resonancias. Aunque la configuracion geométrica de los modos de los violines es muy
similar en todos ellos, las frecuencias varian con las dimensiones, el espesor y la rigidez de
la tabla. Hutchins ha llegado a la conclusion que los mejores violines son aquellos en que los
modos 1, 2 y 5 de la tapa forman una serie armdnica.

Junto con Saunders, ha disefiado y construido una familia de ocho instrumentos del tipo
violin. Esta familia cubre el rango de registros que abarca la musica orquestal.

E. Jansson ha realizado un estudio acustico de la guitarra que abarca diferentes aspec-
tos de este instrumento'®. Por un lado, mediante interferogramas hologréaficos ha establecido
las distorsiones que se dan en la tapa armonica cuando se le somete a fuerzas estéaticas pa-
ralelas y perpendiculares al puente. Este estudio ha sido fundamental para entender el timbre
y la velocidad con que decae el sonido del instrumento al pulsar las cuerdas en diferentes di-
recciones. También ha realizado estudios comparativos entre guitarras de calidad media y al-
ta, en base al espectro que presentaban y al sonido que radiaban, con el fin de establecer
unos criterios de calidad acusticos para este instrumento. En la figura 3 se ven los cinco
primeros modos del instrumento completo encajado en arena, tal que las condiciones del
contorno en el borde tienen desplazamiento nulo, de aqui que las lineas nodales que apare-
cen en la figuras se sittan en el borde de la tapa. Las frecuencias a las que se dan son apro-
ximadamente: 200Hz,300Hz, 400Hz, 500Hz y 600Hz, que como se observa siguen una serie
armodnica. También ha desarrollado métodos de medida de alta precision, con el fin de per-
turbar al sistema minimamente.

Asf mismo Jansson, junto con J. Alonso Moral, ha realizado una clasificacién de los mo-
dos de la tapa, del fondo, del aire y del cuerpo de un violin por rangos de frecuencia. Tam-
bién destacan sus investigaciones sobre el desplazamiento y el tiempo de contacto de las
cuerdas y el martillo, en diversas notas del piano.

0l

15. Véase JANSSON [1983]
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Figura 2: Modos de vibracién obtenidos con interferogramas holograficos de la tapa y del
fondo libres de un violin [HUTCHINS, 1981]

Figura 3: Modos de vibracién de una tapa de guitarra, encajado el instrumento completo en
arena. [JANSSON, 1983]
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